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一、前言: 
實際生活中與數學上對「角」的意義有不同的解釋，角的大小是一種二維特徵，和長度的一維特性有較大的差異。兒童隨著認知發展程度的不同，對各種角的概念有不同的理解時機。以小學數學課程中的角概念與角度的實測為主，配合數學課程精神的設計理念。首先提出圖形角、張開角到旋轉角概念，其次介紹角的大小比較、合成、度量單位的引出，到角度實測與使用量角器畫角的引導過程。以下即針對學生學習角度的各方面切入，並且指出多項學生學習角度的迷思概念。
二、角的數學結構: 
（一）角概念
數學上的角概念和日常生活中所談到的角，所表示瓣意義有時是不太一樣的。兒童角概念的認知，有其發展的順序性，先由具體的經驗、察覺，漸進發展至抽象概念的理解。以下先就角概念加以闡釋，再說明兒童的學習發展特徵及指導原則。

1.一般生活中所說的角概念

一般人對角的認識，常是真正角概念的局部：一個角有個線段當作邊，兩邊中夾著一塊區域，產生一個尖尖的頂點。此外，常以角的頂點或頂點的鄰近區域來描述角，如桌角，牆角，三角形的角，四邊形的角，……等，由於角的形象大都以有限度的物件呈現，因此，角的邊也常以線段表示。

2.理想的角概念

從實際經驗及數學上的定義，角的意義可分成以下三方面來說明（Ｍｉｃｈａｅｌ Ｃ. １９８９）:

（1）角是一雙定出兩個方向間的差量之射線。

（2）角是自同一端點射出的兩射線圍出的一個平面區域。

（3）角是一射線繞其端點旋轉一個程度的量。

因此，理想化的角概念，可簡單說成是自一點朝兩個不同的方向延伸出兩條射線的結構，角的國是射線而不是線段（在旋轉產生角的情況下，雖然旋轉是一種動作，動作停止，其現象即消失，但它有一個起始方向和終止方向，此二方向可用兩條射線來表示），此兩射線是製成角的線開活動的限制邊界。不論代表此射線的線段長短（此時的長短，只是線段的另一端點的不同而已）如何，均可完成同樣的限制活動。

事實上，平面上的有限圖形（如多邊形）中，並不包含任何角，而只包含了角頂點的鄰近區域。構成角頂點的鄰近區域線段長度的不同，會使角頂點的鄰近區域有所不同。同時，角與角的內部是共生的（二者同時出現），角的兩邊之張開程度大小，不因為邊長的差異而有所不同。

(二)角度的數值化:
所有度量角的方法均以細分圖為基礎，一般有二種常用的單位，它們分別根據「度」和「弧長」來量。
（1）度：若一圓以半徑將之等量分割為360部份，則每二相鄰的半徑所來的角為1度，記作1(。

（2）弳：一個圓心角所對弧的長，與圓的半徑成正比。如果取圓心角所對的弧長對其半徑的比值作為圓心角大小的度量，則此度量稱為弳，又稱為弧度。

由於「度」的概念與用尺量長度的概念關係較為密切，中年級的兒童可以利用長度數值化經驗的延伸，引出角的開度和量角器上刻度數值的聯結，進而理解度的意義。弳的概念此階段的兒童尚不易理解，此種角度單位，一般在高中階段才介紹。

(三)角的測量

     一般人所使用的量角器，其上刻度及標示較為複雜（見圖一），對
初學的兒童而言，角度的數量化僅是初步的經驗，不易理解一般人所使用構造較為複雜的量角器構造，為完全陌生的工具。因此使用的量角器必須為重新設計且較一般量角器簡化的形式（見圖二）。
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圖一                                圖二

    學生可以藉由簡化的量角器經驗刻度的描述到一般量角器引出「度」
的意義，新課程先以簡化的量角器讓兒童查覺其上的刻度線，形成不同
度的角形，再產生角的開度與量角器上刻度數值之聯結，進而嘗試在量
角器上比對，逐漸形成以數值描述角度的共識。其大致的引導過程如下：
1、引出量角工具的需要感，初步經驗角度數值化的方式
首先引出開度為10的整數倍的角(如直角、60度、30度角等)做為觀察比較對象，然後利用「量長度時，可以用尺來量，量完後用幾公尺或幾公分告訴別人量的結果有多長，那麼，角有多大，可以用什麼量，量完後怎麼說角有多大？」來引起量角工具的需要感。再提出簡便的量角器(每5度畫一刻度，每10度標出度數，並將刻度線延伸至量角器的中心)讓兒童察覺其上的刻度線形成不同開度的角形，使產生角的開度與量角器上刻度數值的聯結，再以角形板(如900、600、300的三角板)在量角器上比對，逐漸形成以數值描述角度的共識，起先以開度為10的整倍數的角讓兒童比對觀察，使其初步經驗角度數值化的方式，再提出度數為5的整倍數的角(如450、1050，...)讓兒童比對，嘗試推斷其度數。
2、進行角的合成及個別單位的累積
先讓兒童利用兩個角(等大或不等大)拼成一個角後，將其描下，並察驗其開度，以經驗兩個角的合成，再利用數個等大的角拼成較大的角，讓兒童觀察所合成的角之大小，並以個別單位做兩個合成角的比較，使領會數個一樣大的角可以合拼形成開度相當於一個角的數倍大的角。
3、認識量角器上刻度的意義
以視覺辨別角的開度時，常會受到角之開口方位不同的影響，量角器上每個刻度線的方向皆不同，兒童對於兩組開度一樣但朝向不同方向的角大小之感覺可能有異，因此，宜先進行檢驗的活動。讓兒童比對各種量角器上各個10度的大小，以確認量角器上相鄰的10度線之形成的角都一樣大。再觀察量角器上(利用如市面上量角器的刻畫，但只標示一排數字之量角器)10度的角裡面有幾小格刻度，以引出1度的角概念，由10度角中有10個1度角，10個1度角可合成一個10度角，以及5度角有多大，5度的角裡有幾小格刻度，5度的角和幾個1度的角合起來一樣大等，以明白量角器上刻度的意義。
4、畫角

畫角的策略：

(畫出角的頂點和一個邊。

(用量角器量出另一邊所落的位置，做上記號。

( 把記號和頂點連出另一邊。

只要兒童以合理策略畫出指定度數的角即可，並不限定其操作方法，如：必須將第一邊和量角器的零度線疊合以確定第二邊的位置。
三、認知結構: 
[image: image8.jpg]


1.圖形角

小學階段的兒童，尚不易理解理想化的角概念。根據荷蘭數學教育家van Hiele夫雪對兒童幾何思考模式的研究指出：兒童最初是透過視覺觀察具體物，由實物的輪廓來辨認圖形，須透過感官的操作，視覺的觀察進行分類、造型、堆疊、描繪、著色等活動獲得概念。兒童當能認識正方形或長方形的命名時，並不見得知道如何給正方形下定義。對於角的認識，也有同樣的情況。由於我們日常生活中所看到的平面圖形，大都屬於有限圖形，許多的這類圖形上包含了角頂點的鄰近區域，同時角的內部與角是共生的，有看成區域的概念在初學階段的兒童較易理解。因此，數學新課程在最初引出角的概念時，由圖形角出發，採取角是多邊形頂點的局部的觀點，由描出凸多邊形各角的活動引出角度小於180度的角之部份形象以認識角（見83年版數學實驗教材第五冊第六單元）。以「概念是解題活動過程的抽象」的看法，讓兒童透過要素抽離的實際活動，自多邊形上描下角形，使兒童認識角是構成多邊形的要素，初步認識角。

2.張開角

[image: image9.wmf]由於角的多種不同意義，兒童對角的理解較為困難，8至9歲的學童對角的認識，大都僅止於物體上靜態的角之局部形象。因此為使理想化的角概念和實物上的角產生聯結，應利用「角概念的產品」，如扇子的開合現象紀入，從產品的功能及其形成活動引出「角概念（張開角）」、「角的內部與角共生現象」、「方向改變」及「邊為射線的一部份（可任意延長）」的意義。新課程首先以可張合呈現角形的物件，如戾子之開合現象，讓兒童察覺角的形成過程。由觀察張開動作體認張開的結果，以活動產生角形，及由角形說明活動現象，使二者形成聯結。其次再利用記錄（描繪）一端可開合物件的張開形象，產生的角形和多邊形圖形板所描下的角形之聯結，引出「角」及其構成要素「邊」和「頂點」的概念及名稱。起初重在引出造角活動，其次為活動結果的記錄及其構成要素的命名（見84年版小學數學實驗教材第六冊第九單元活動1，2）。

3.旋轉角
是一種動作，動作停止，其現象即消失，為具體呈現其起始位置和終止位置，通常以直線段或身線表出，若要強調其起始位置及旋轉方向，常以「[image: image1.png]


」指示，如
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 表示一個旋轉的記錄中起始位置的線段（射線）稱為「始邊」，表示終止位置的線段（射線）稱為「終邊」，兩線段的交點稱為「旋轉中心」或「頂點」，若不考慮其旋轉方向，僅記出其起始的兩邊，則其形象和表態的圖形角相似，故一般將旋轉角亦簡稱「角」。

這種旋轉是一種較抽象難懂的位置變換，10到11歲的兒童，才有50%以上能夠描繪一個簡單圖形繞著一個頂點的旋轉（Michael,1989）。向來各國都把「角為一射線旋轉產生的概念」保留到中學「角的測量制度」這前介紹。Kirsche（1987）認為這樣太遲。他認為小學時期的兒童能夠而且應該獲得旋轉的非正式經驗，旋轉角概念容易以像時鐘一樣的圖像表示，但鍾面上的指針不要總是從12開始轉。

此階段兒童幾何概念的發展，大都還屬於van Hiele所謂的視覺辨識過渡到分析期的階段，而且旋轉概念才初閃引出，對於旋轉一圈後，可再重復原路徑繼續旋轉的角概念，尚不易理解，故經時僅以360度以內為範圍，利用鍾面指針旋轉及間隔與旋轉角度的關係，擴展此概念。

角的大小，乃指角的一邊掃過一個範圍，到達另一邊後兩邊張開程度的大小，這種二維的特徵，和長度有較大的差異，一般人常會在角的兩邊各選一點，以此兩點的距離當做角的開度，形成一個角的邊越長，其角度就越大的錯誤觀念。因此，角的張開程度的大小不因為邊長的差異而有所不同之正確概念的建立，是角度數量化的基礎。

四、角量概念與角的大小比較: 
角的大小，乃指角的一邊掃過一個範圍，到達另一邊後兩邊張開程度的大小，這種二維的特徵，一般人常會在角的兩邊各選一點，以此兩點的距離當做角的開度，認為一個角的邊越長，其角度就越大的錯誤觀念。因此，角的張開程度的大小不因為邊長的差異而有所不同之正確概念的建立，是角度數量化的基礎。

（一）兒童角量概念的發展特徵
根據皮亞傑（J. Piaget）的研究發現，角的大小常被兒童認為和角臂的長度有關。8歲以前的兒童，大都以角的邊長來觀察角的大小，直到8歲以後，才能察覺角的兩國張開的程度，但此時許多學童尚缺乏角的保留性概念，同大的角，若擺置的方向不同，如:
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a和b為同大的角，c和d皆為直角，但擺放的開口方向不同，他們會認為大小不一樣。

據研究發現，兒童能察覺角的大小是指兩個邊張開程度的不同之後，才能做兩個不同的角量之比較，進而以一個基準角去描述另一個角的角量，將角量數值化。Micheal強調兒童必須熟悉角的射線對、區域、旋轉三種的概念，而且達到融會貫通之後，才能瞭解測出度數的意義。

當和童能察覺角的大小乃是兩邊張開程度的差異時，開度相差較大的角，兒童可以由視覺判定其大小，開度相差不大的角、角的邊長短不一致或角的開口方向不同，較難由視覺正確分辨的情況，可以經引導後，利用疊合方式加以判別。當兒童具有角的開度保留概念及遷移概念時，對於無法進行直接疊合判斷大小的角，便能利用複雜（如描繪）的方式加以處理。

兒童能以單位度量角度之前，必須先具備角的合成概念：兩個角可以使其一邊相疊合成另一個角。理解此概念之後，進而可領會數個相等的角可以依此法合併，形成一個開度相當於一個角的數倍大的角，因而理解5個1度的角可以合併成5度角，10個1度的角可以合併成10度角，……，進而明白量角器上刻度的意義。

（二）由直觀比較、直接比較到間接比較判定兩個或兩個以上的角
之大小

基於以上兒童角量概念的發展特性，教學時，必須以不同的實體呈現不同特徵的角供兒童觀察、操作與討論。因此，新課程中，首先提出開度差異較大的角，如張開兩把差異極顯著的紙扇，由兒童直觀的利用視覺辨別。其次提供較難由視覺正確分辨其大小的角，如利用各種圖形板上的角，引出使用疊合之方式進行直接比較。

直接比較與角所附著情境的不同，可分成四種不同難易層次，由低而高分別為
（1）單純角形且可任意移動的二角之疊合；
（2）一角可隨意拿動，另一角不可單獨移動；
（3）兩角皆不可單獨移動，但其附著物可隨意移動，且可疊合；
（4）實物上的角，其中至少一個便於拿動。教學時，自較低層次的比較情況開始，再漸進到較高層次的比較。
在兒童熟悉直接比較之方式後，接著引出無法或不便進行直接比較的兩個角，如在同一圖形板上的角或同一不可（易）變揩的實物上的角，讓兒童經驗並察覺利用複製（如描繪）的方式進行間接比較。

五、由建立直角概念，察覺長方形、正方形、直角三角形的特徵及引出直線的垂直與平行關係:
（一）直角的認識

1.直角的形成及角的分類

「直角」歸初得自人們觀察鉛直方向與水平方向所成之形象特徵。數學上，角以兩邊所指的方向差的大小加以分類，若角度相等於一圓半徑繞圓心旋轉四分之一圓時，則稱此角為「直角」。仿此定義，相等於半徑旋轉半個圓時，稱為「平角」，若小於直角，則稱為「銳角」，大於直角而小於平角，則稱為「鈍角」，大於平角稱為「優角」，兩邊重疊的優角稱為「周角」或「全角」。

由於直角是構成生活中許多特殊圖形的基本要素，如正方形、長方形、垂直與平行關係的引出皆與直角息息相關，所以在中年級教材中特別另列活動引導此概念，至於平角、周角、銳角、鈍角，尚不在小學教材的引導內容中，此處不加以討論。

2.兒童直角概念的認知發展特徵

Bryant（1974）的研究發現，5歲的兒童可以在一堆直角與非直角的圖形卡中分辨出直角，且比一堆非直角的圖卡中彼此的區別容易。同時發現，在一些直角的圖形中，角的邊是否呈水平或鉛直，在比較兩角是否相等時，對於觀察者的反應有敏感的影響。兩直角之比較，若其開口方向不同，如’Noss （1987）發現不到50%的10－11歲的兒童會認為二者相等。由此顯示傾斜擺置的直角常不被確認，可知在部分的兒童對直角的保留概念發展約在10－11歲以後才較成熟。兒童最初僅接受一邊是水平，另一邊呈鉛直情況的直角。

3.直角概念的建立

小學三年級的學童，尚處於角概念的啟蒙階段，對於「直角」僅是初步的認識。由於自一年級便開始引出正方形、長方形的觀察，此時兒童對於這些圖形的輪廓特徵已有相當的認識，因此，新課程利用正方形和長方形板上的角為觀察對象，引出直角名稱。再進行各個具有明顯直角特徵物件上的直角之比對，如找出三角板上的直角，並將其描繪在紙上，把直角由實物上的象徵抽離為紙上抽象的圖示，察覺在不同方位上顯現的直角特徵，再由檢驗周遭物件上的直角的特徵，引起折直角的動機，導出直角的簡便折法，以增進兒童對直角之認識及瞭解其簡便作法。（見84年出版小學數學實驗課程教師手冊第六冊第九單元活動5）

（二）直角概念的應用

1.透過直角察覺直角三角形、正方形及長方形之特性

在引出「直角」概念之前，兒童對於三角形與四邊形構成要素「邊」、「角」、「頂點」已有所認識，但尚未進一步察覺其角開度的特殊性。在引出直角概念之後，進一步引導兒童檢驗三角形、四邊形上各角開度的差異，使兒童察覺直角三角形上有一個角是直角，正方形和長方形上有四個直角，使兒童對於這些圖形的構成要素特徵有更進一步的認識。

2.垂直和平行概念

垂直線：生活中所說的垂直線，常指與水平面成直角的線，數學上的則稱交角的直線為互相垂直的線。

平行線：二直線若方向相同，則為平行線，或處處等距的兩直線為平行線。若在平面上而言，可說成任意延長不相交的兩直線為平行線。

由以上概念可知，以交換為直角定義互相垂直的線，兩直線間的距離，通常指垂直兩直線的線段長，與直角關係亦密不可分。

四年級的學童，對於長方形、正方形角的性質大都已經熟悉，新課程利用此舊經驗，運用長條形物件（如竹簽、吸管等），排長方形，由相鄰兩邊排成直角引出兩邊互相垂直的意義，再逐步延伸一直角的兩邊形成「T」及「＋」之形狀，以擴張直角兩邊互相垂直的意義至兩直線互相垂直的一般現象。

學童的簿本中，常畫有平行的線條，五線譜亦為常見的平等線。新課程利用這些兒童常見的平行線情境與一些歪斜線對照，引出平行線的特徵及用語，再利用一張紙連續折兩次直角的方式察覺同時垂直於第三條直線的兩直線互相平行之特徵，並以此特徵檢查再直線是否平行。在兒童熟悉垂直線的特徵之後，再引導兒童試畫互相垂直的線，先由兒童自行思考試畫，然後共同討論一般的畫法。在平行線方面的畫圖亦仿此策略引導，使兒童經驗互相垂直及互相平和的直線之畫法。
六、教學應注意事項: 
(1)由於視覺限度、操作技巧及製作出的成品的精密度等，皆可能造成不同的觀察結果，所以學童用三角板或圖形板在量角器上比對出數值，若有些微誤差，可以「差不多幾度」來說明，不一定要求說明確切的度數。

(2)兒童將兩個角合成一個角時，其操作方式可能會有頂點或邊未靠在一起，或有部份內部重疊的情況，教師宜提出討論其合理性。

(3)此時的學童以數值描述角度的經驗尚不多，估測時可能會發生較為離譜的結果，教師可提示適當的資訊，供其估測之參考。

(4)用量角器畫角，為學童初次之經驗，其操作技巧尚不十分熟練，可能會有較大之誤差，其誤差大致可容許在±3度之範圍，若過大，可能其操作技巧有較大之缺失，宜指引其適當修正。

七、教學策略: 
	角度教學問題
	教學策略

	· 量角器的使用：

               

量角器有兩排刻度會看錯邊變成120度。


	1. 重新測量，注意零的位置。

2. 多練習。

3. 出錯的題目請小朋友上來正誤區辯，讓小朋友共同澄清如何來測量角度。

4. 老師重複叮嚀：把量角器的中心點對齊欲測量角度的頂點，並讓要測量角度的一邊對齊量角器的零度邊，依此再判斷另一邊是在哪一刻度的線上，則為此角度之值。

	· 旋轉角的問題：

角度80度和100度會分不清楚，因為量角器有兩圈刻度，會無法分辨是哪一個。
	讓學生看開口，當開口在左邊時      就從左邊的0開始看，當開口在右邊時就從右邊的0開始看。

	· 角的概念：

1. 認為線條的長短會影響角的大小。例如當他們看到以下這三個角時，雖然三個角度相同，仍會直接判定線段長度越長的，角度越大。
     
2. 角度觀念上，若有並排的角時，學生常會認為上面的角會比下面的大。例如：




	1. 先在黑板上清楚定義概念、列出主要屬性，因為這是學生們用以判斷正例或反例的標準。另外，在教學過程中，也要多舉一些例子，提供學生多去做正誤區辨的機會。角度也是運用教具及實物，量角器要讓他們從起始點看，大約量的角度都是整數的，教小朋友從歸零的怎麼看，可以從兩邊看，最重要是實測，實測後才是估測。生活化的東西可以多舉例，可以喚起舊經驗。
2. 學生在視覺上會有偏差，看到這樣的題目時，老師會請學生拿出三角板，實際去量每一個角度到底有多少，再決定角的大小。這又有另一項的問題，學生在看三角板時，因三角板的刻度是雙向的，學生也較容易看錯邊，老師會告訴學生，當底邊是從哪一邊開始就從那邊開始數，這樣學生就較不易看錯邊的刻度。


八、綱要結構: 
	年級
	階段能力指標
	分年細目
	說明

	二年級
	S-1-03
能認識周遭物體中的角、直線和平面。
	2-s-01
能認識周遭物體上的角、直線與平面（含簡單立體形體）。
	認識物體的角、直線與平面。


	年級
	階段能力指標
	分年細目
	說明

	三年級
	N-1-14
能對兩個同類量作直接比較。

N-1-15
能作兩個同類量的間接比較與個別單位的比較。

S-1-03
能認識周遭物體中的角、直線和平面。
	3-s-04
能認識角，並比較角的大小。（同3-n-17）
	認識角，並比較角的大小。


	年級
	階段能力指標
	分年細目
	說明

	四年級
	S-2-01
能運用簡單幾何形體的組成要素，作不同形體的分類。
	4-s-01
能運用「角」與「邊」等構成要素，辨認簡單平面圖形。
	運用「角」與「邊」，辨認簡單平面圖形。

	
	N-1-16#
能使用日常測量工具進行實測活動，理解其單位和刻度結構，並解決同單位量的比較、加減與簡單整數倍的問題。

S-2-05
能理解旋轉角的意義。
	4-s-04（同4-n-14）
能認識角度單位「度」，使用量角器實測角度或畫出指定的角。
	認識角度單位，並使用量角器實測角度或畫出指定的角。

	
	S-2-05
能理解旋轉角的意義。
	4-s-05
能理解旋轉角的意義。
	理解旋轉角的意義

	
	S-2-02
能理解垂直與平行的意義。

S-2-03
能透過操作，認識簡單平面圖形的性質。
	4-s-06

能理解平面上直角、垂直與平行的意義。
	理解平面上直角、垂直與平行的意義。

	
	S-2-02
能理解垂直與平行的意義
	4-s-07
能由直角、垂直與平行的概念，認識簡單平面圖形。
	由直角、垂直與平行的概念，認識簡單平面圖形。


	年級
	階段能力指標
	分年細目
	說明

	五年級
	S-2-03
能透過操作，認識簡單平面圖形的性質。
	5-s-01
能透過操作，理解三角形三內角和為180度。
	理解三角形三內角和為180度。

	
	S-2-03
能透過操作，認識簡單平面圖形的性質。
	5-s-02
能透過操作，理解三角形任意兩邊和大於第三邊。
	理解三角形任意兩邊和大於第三邊。

	
	S-2-03

能透過操作，認識簡單平面圖形的性質。

S-2-05

能理解旋轉角的意義。
	5-s-03
能認識圓心角，理解180度、360度的意義，並認識扇形。
	認識圓心角
理解180度、360度的意義
認識扇形


九、結語: 
新課程有關角的教學設計，特別注意學童的認知發展程序，從圖形角的認識到張開角以至旋轉角，分成三個階段來引導，採用製作、描繪及觀察，自實際生活現象中抽離出概念的原則，和舊課程中在同一時段即把這些概念直接灌輸給兒童的方式不同，期望兒童有較長的時間理解各種角概念，從操作、反覆思考及共同討論的學習活動中，對角度的意義及其測量方法有正確的認識，而將其活用於生活中，使學習更有效果。

十、參考資料:
1.林宜臻老師的數學園地

http://www.naer.edu.tw:8080/
2.角的課程設計理念－劉好  台中師院數教系

http://content.edu.tw/primary/math/jm_jh/math/s2middle/s209.htm
3.角度測量－數位教具

http://www.interactive-resources.co.uk/mathspack1/angle/angle.html
60度
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